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1.  RESUMO 

Os materiais inteligentes tem instigado uma série de pesquisas vislumbrando aplicações nas mais diversas 

áreas do conhecimento. Dentre esses materiais, vale destacar as ligas com memória de forma que são ligas 

metálicas que apresentam propriedades de retornar para uma forma previamente definida quando submetidas a 

um carregamento termomecânico apropriado. Este trabalho apresenta uma breve discussão sobre o 

comportamento termomecânico das ligas com memória de forma, apresentando uma revisão sobre os modelos 

constitutivos utilizados para descrever o seu comportamento. Uma coleção de resultados de simulações de 

diferentes modelos mostra que, apesar de extensamente investigada, a modelagem desses materiais ainda é um 

tema em aberto.  

 

2.  PALAVRAS CHAVES 

Ligas com memória de forma, pseudoelasticidade, modelos constitutivos, simulação numérica. 

 

3.  INTRODUÇÃO 

Os materiais inteligentes, usualmente utilizados como atuadores e sensores nas chamadas estruturas 

inteligentes, têm a capacidade de alterar a sua forma, rigidez, freqüências naturais dentre outras características 
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mecânicas, mediante a imposição de campos elétricos, eletromagnéticos ou de temperatura. Atualmente, os 

atuadores mais comuns encontrados em estruturas inteligentes são as ligas com memória de forma, as cerâmicas 

piezoelétricas, os materiais magneto-estrictivos e os fluidos eletro-reológicos (Rogers, 1995). 

Os materiais com memória de forma (Shape Memory Alloys – SMAs) são ligas metálicas que permitem a 

recuperação da geometria original do corpo, ou o desenvolvimento de consideráveis forças de restituição ao se 

restringir a recuperação de sua forma original, após a imposição de um campo de temperatura e/ou de tensões, 

através de transformações de fase induzidas no material. Basicamente, as SMAs apresentam duas fases 

cristalográficas distintas: austenita e martensita. 

A necessidade de uma análise mais precisa do comportamento termomecânico das SMAs tem tornado cada 

vez maior o interesse no desenvolvimento de modelos matemáticos capazes de descrevê-lo de forma adequada, 

permitindo explorar todo seu potencial. A modelagem destas ligas possui duas abordagens distintas. A primeira, 

microscópica, tem um enfoque que leva em consideração aspectos metalúrgicos das ligas, tendo sido tratada por 

diversos autores. A segunda abordagem, macroscópica, apresenta uma preocupação com os aspectos 

fenomenológicos. Dentro dessa linha, a seguinte classificação pode ser proposta: modelos polinomiais, modelos 

com cinética de transformação de fase assumida, modelos com restrições internas e modelos baseados na 

plasticidade. 

O modelo polinomial proposto por Falk (1980, 1983, 1990) é baseado na teoria de Devonshire. Esse modelo 

unidimensional define uma energia livre de Helmholtz na forma polinomial e descreve os comportamentos de 

pseudoelasticidade e memória de forma. A grande vantagem desse modelo é a sua simplicidade. 

Os modelos com cinética de transformação de fase assumida consideram funções matemáticas conhecidas 

para descrever a cinética das transformações de fase. O primeiro modelo a apresentar esta formulação foi 

proposto por Tanaka & Nagaki (1982), tendo dado origem a outros modelos que apresentam alterações nas 

funções de cinética de transformação como o de Liang & Rogers (1990), Brinson (1993), Ivshin & Pence 

(1994a,b), Boyd & Lagoudas (1996), dentre outros. Pelo fato de seu uso ter se popularizado, esses modelos 

apresentam maiores comprovações experimentais, ocupando um importante espaço na modelagem do 

comportamento das ligas com memória de forma. 
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Os modelos com restrições internas consideram restrições associadas à coexistência das diferentes fases do 

material. Nesse contexto, Fremond (1987, 1996) desenvolveu um modelo tridimensional que também representa 

os fenômenos de memória de forma e pseudoelasticidade, onde foram empregadas três variáveis internas que 

devem obedecer a restrições internas. Savi et al. (2002) e Baêta Neves et al. (2003) promoveram modificações 

no modelo original de Fremond, permitindo a descrição de uma variedade maior de fenômenos. Essa classe de 

modelos permite descrever os principais comportamentos das SMAs apresentando um menor número de 

restrições, quando comparada com a grande maioria das ferramentas já desenvolvidas. Knowles e co-autores 

(Abeyaratne et al., 1994) propuseram um modelo unidimensional que estabelece critérios para nucleação das 

fases para as variáveis internas baseados na barreira energética que deve ser superada para que haja 

transformação de fase, além de leis de evolução baseadas na cinética de transformação entre as fases. 

Os modelos baseados em plasticidade se propõem a explorar as idéias bem estabelecidas da teoria da 

elastoplasticidade (Simo & Taylor, 1986). Bertram (1982) propôs um modelo tridimensional utilizando 

conceitos de endurecimento cinemático e isotrópico. Mamiya e co-autores (Silva, 1995; Souza et al., 1998) 

também apresentam um modelo capaz de descrever os fenômenos de memória de forma e pseudoelasticidade 

utilizando os conceitos da plasticidade. Os trabalhos de Auricchio e co-autores (Auricchio & Lubliner, 1997) 

também podem ser enquadrados nessa idéia. Inicialmente proposto para um contexto unidimensional, o modelo 

foi posteriormente extrapolado para um contexto tridimensional (Auricchio et al., 1997; Auricchio & Sacco, 

1997). Há, ainda, outros modelos que exploram conceitos utilizados pela plasticidade como Govindjee & 

Kasper (1997), Leclercq et al. (1995), dentre outros. 

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma discussão sobre os comportamentos associados às ligas 

com  memória de forma, suas aplicações e sua modelagem constitutiva. A modelagem apresentada neste 

trabalho é fundamental para o desenvolvimento de diversas aplicações.  

 

4.  COMPORTAMENTO TERMOMECÂNICO 

As ligas com memória de forma apresentam três fenômenos fundamentais: a pseudoelasticidade, a memória 

de forma (Shape Memory Effect - SME) e a transformação de fase devida à variação de temperatura. De fato, o 
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efeito de memória de forma pode ser obtido de duas formas: de uma via (one-way) ou reversível (two-way). O 

efeito de memória de forma reversível (two-way SME – TWSME), tem sido largamente estudado nos últimos 

anos (Miller & Lagoudas, 2000; Zhang et al., 1997).  

O fenômeno de transformações de fase martensíticas é responsável pelas propriedades das SMAs. Estas 

transformações são processos não-difusivos envolvendo fases sólidas que ocorrem a velocidades muito 

elevadas. Atribui-se a causa dessas transformações à diferença de energia livre entre as estruturas constituintes 

envolvidas no processo, o que induz modificações nas ligações químicas, tornando as transformações de fase de 

caráter essencialmente cristalográfico (Wasilevski, 1975). 

Essas transformações apresentam como principais características a não-dependência do tempo, forte 

dependência da temperatura e a propriedade de reversibilidade. Outra característica importante é que o material 

pode ser submetido a esse processo repetidas vezes, sem perda das propriedades. 

Estudos experimentais revelam a ocorrência de uma deformação macroscópica, envolvendo alteração da 

forma, quando um único cristal austenítico (que possui uma estrutura bem ordenada cúbica de corpo centrado) 

dá origem a um único cristal martensítico (cúbico de face centrada). Este cristal martensítico possui a forma de 

placa e, durante sua nucleação, é identificada uma interface ou plano de contato entre as duas fases (austenita e 

martensita) conhecida como plano de hábito. Já no caso da formação de diversos cristais simultaneamente 

aparecem problemas de acomodação entre os novos cristais martensíticos e os cristais austeníticos pré-

existentes. Se não houver direção preferencial para os novos cristais, estes aproveitam a existência de diferentes 

planos de hábito possíveis, para formar diversas variantes (mesmas microestruturas com orientações diferentes). 

Caso haja uma direção preferencial, em geral induzida por um estado de tensões, todos os cristais obedecem a 

este plano de hábito favorável, constituindo assim, o processo de reorientação. 

Funakubo (1987) indica a formação de vinte e quatro variantes de martensita a partir do resfriamento da fase 

matriz para o caso mais genérico, já que um plano de hábito e uma direção de orientação da deformação 

constituem uma variante. Estas vinte e quatro variantes são arranjadas em seis placas contendo quatro variantes 

cada. A aplicação de um carregamento dá início a um processo de conversão (detwinning) de três das quatro 
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variantes de martensita obtidas inicialmente em uma única que obedece à direção preferencial dada pelo 

alinhamento dos planos preferenciais com a direção principal do carregamento. 

A seguir apresentam-se as principais características associadas ao comportamento termomecânico das 

SMAs. 

 

4.1.  TRANSFORMAÇÃO DE FASE DEVIDA À VARIAÇÃO DE TEMPERATURA 

Considere uma amostra de uma SMA a uma temperatura elevada e livre de tensões. O material apresenta 

uma microestrutura austenítica. A Figura 1(a) apresenta o fenômeno de transformação de fase devida à variação 

de temperatura, mostrado através da curva deformação-temperatura. Partindo do ponto D, com o decréscimo da 

temperatura, a estrutura cristalina experimenta uma transformação de fase martensítica (trecho AB) e 

conseqüente uma auto-acomodação destes cristais martensíticos. Este processo se inicia em T  (ponto A) e 

se desenvolve até que a temperatura T  (ponto B), abaixo da qual a martensita é estável, seja alcançada. 

Elevando-se a temperatura, a partir do ponto B, ao atingir A

sM=

fM=

s (ponto C), observa-se uma transformação de fase 

inversa (trecho CD), que persiste até que a temperatura  Af  seja alcançada (ponto D). 

Este fenômeno pressupõe três regiões distintas. Duas delas relacionadas aos trechos lineares que 

correspondem à expansão térmica das fases austenítica e martensítica e uma região onde há um laço de histerese 

relacionada aos trechos de transformação de fase. A área compreendida por este laço representa a energia 

dissipada durante o processo.  

 

4.2.  PSEUDOELASTICIDADE 

Considere agora uma amostra a uma temperatura superior a Af . Nesta situação, a fase austenítica é estável. 

De acordo com a Figura 1(b) que mostra uma curva tensão-deformação, para uma temperatura constante T > Af , 

com a aplicação de um carregamento, o material se comporta elasticamente até que uma tensão crítica seja 

alcançada (ponto A), quando, então, dá-se início uma transformação de fase A ⇒ +M  (trecho AB). O material 

passa por uma auto-acomodação devido à tensão aplicada, induzindo a formação de uma variante de martensita 

 5  



( +M ), que se conclui no ponto B. Ao descarregar-se a amostra, o material experimenta uma transformação 

inversa +M ⇒ A (trecho CD), já que para    T > Af  a martensita é uma fase instável na ausência de tensões. 

É importante destacar, mais uma vez, o aparecimento de um laço de histerese, região compreendida entre os 

pontos A, B, C e D. Vale ressaltar que existe um limite à recuperação dessas deformações representado pelo 

limite elástico da fase produto obtida após a transformação, a partir de onde o material passa a se comportar 

plasticamente e a deformação não mais pode ser recuperada.  

 

4.3.  MEMÓRIA DE FORMA 

Neste ponto, considere uma amostra de SMA com uma estrutura martensítica, obtida a partir do 

resfriamento de uma amostra a uma temperatura inferior a Mf. A Figura 1(c) mostra a curva tensão-deformação 

para esta amostra submetida a um carregamento termomecânico. Com a aplicação de um carregamento, tem-se 

uma resposta elástica até que uma tensão crítica seja alcançada (ponto A), dando início a um processo de 

reorientação da martensita resultando em uma única variante (no caso, martensita associada à tração, +M ). 

Durante este processo de reorientação, a tensão não se desenvolve muito em comparação com a deformação 

alcançada (trecho AB). A partir do ponto B, a liga volta a apresentar um comportamento elástico. Ao 

descarregar a amostra, não há uma nova conversão em diversas variantes, pois esta única variante resultante é 

termodinamicamente estável para , havendo apenas uma recuperação elástica. A deformação residual 

resultante pode, então, ser recuperada através do aquecimento da amostra acima de A

sAT <

f. Assim, o material retorna 

à fase austenítica, assumindo a configuração geométrica original, apresentando o efeito de memória de forma. 

 

 

 

 

 6  



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

C

B T

D

A

ε 

AS Af MSMf

= 0 σσ =

 
(a) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ε 

A 

D 

B

C

σ CRIT
 

σ T > Af  ; T = 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ε 

ε R 

B 

A
σ CRIT

 

σ

0>T&

T < Mf  
;

T = 0 

 
(b)      (c) 

Figura 1 – (a) Transformação de fase devida à variação de temperatura.  

(b) Pseudoelasticidade. (c) Memória de forma. 

 

4.4.  MEMÓRIA DE FORMA REVERSÍVEL 

O efeito de memória de forma reversível é obtido após submeter uma liga com memória de forma a um 

processo de treinamento (Miller & Lagoudas,  2000; Zhang et al., 1997) que permite associar uma forma a cada 

fase, em função da variação de temperatura. 

Existem dois processos de treinamento para ligas com memória de forma denominados ciclos de SME 

(shape memory effect cycling) e treinamento através do aparecimento de martensita não-maclada (treinamento 

SIM ou stress-induced martensite training). 

O processo de ciclos de SME é baseado no processo de plastificação da martensita após o processo de 

reorientação e consiste na aplicação de um carregamento até que o limite de escoamento da fase produto seja 

superado para temperatura constante e T . Por outro lado, o processo de treinamento SIM é obtido a partir fM<
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do fenômeno de pseudoelasticidade (para T ) e também consiste em carregar o material acima do limite de 

escoamento da fase produto. Os dois processos de treinamento pressupõem deformações plásticas 

consideráveis. Existe um limite para a deformação plástica imposta ao material, assim como um determinado 

número de ciclos para que o material apresente este comportamento. Estudos experimentais mostram que para 

uma liga Nitinol policristalina, a deformação total imposta ao material deve estar entre 10 e 20% e o número de 

ciclos para “treinar” o material em torno de 20. 

fA>

 

5.  APLICAÇÕES 

Devido às suas singulares características, as ligas com memória de forma têm instigado uma série de 

pesquisas em diversos campos do conhecimento, motivando o surgimento de diversas aplicações. As 

propriedades termomecânicas associadas à boa biocompatibilidade motivam diversas aplicações biomédicas. 

Machado & Savi (2002, 2003) apresentam revisões sobre aplicações médicas e odontológicas, dentre as quais 

pode-se destacar dispositivos auto-expansíveis para aplicações cardiovasculares, aparatos cirúrgicos, 

dispositivos para acelerar a recuperação de ossos, aparelhos ortodônticos  e limas endodônticas. A Figura 2 

mostra alguns destes dispositivos. 

        

      (a)         (b)           (c) 

Figura 2 – Dispositivos biomédicos: (a) Stent; (b) Filtro de Simon; (c) Arcos ortodônticos. 

 

As aplicações de engenharia são numerosas (van Humbeeck, 1999; Schetky, 2000). O uso das SMAs pode 

ajudar a resolver importantes problemas na área aeroespacial. Micro-manipuladores e atuadores robóticos têm 

sido empregados com a finalidade de reproduzir o movimento suave de músculos humanos (Webb et al., 1999). 
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O uso das SMAs como atuadores para o controle de flambagem e vibrações de estruturas flexíveis é 

normalmente feito através de fibras de SMAs imersas em matrizes compósitas com a finalidade de alterar as 

propriedades mecânicas de estruturas (Birman, 1997). 

Uma das primeiras aplicações de SMA foi um acoplamento utilizado pela indústria militar aeronáutica 

americana. Em 1970, construiu-se com sucesso um acoplamento do tipo Cryofit , Figura 3(a), em um avião de 

guerra F-14. A indústria naval também tem utilizado SMAs como atuadores em estruturas flexíveis inteligentes. 

Lagoudas et al. (1999) desenvolveram um protótipo de um hidrofólio flexível tentando associar a dinâmica do 

movimento da cauda de peixes com o estudo da propulsão hidrodinâmica (Figura 3(b)). As SMAs também 

encontram aplicações na construção de mãos mecânicas, tentando reproduzir o movimento contínuo dos 

músculos humanos (Figura 3(c)). Aplicações semelhantes são encontradas em micro-garras para micro-sistemas 

eletromecânicos (Figura 3(d)).   

      
(a)         (b) 

          
(c)       (d) 

Figura 3 – (a) Acoplamento do tipo Cryofit; (b) Hidrofólio; (c) Mão mecânica; (d) Micro-garra. 
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6.  MODELAGEM CONSTITUTIVA 

O estado termodinâmico de um material qualquer num dado instante pode ser plenamente definido 

conhecendo-se os valores de um determinado número de variáveis, denominadas variáveis de estado, que é 

composto pelas variáveis observáveis e pelas variáveis internas. Para fenômenos dissipativos, é necessário 

considerar variáveis internas que representem modificações ocorridas no estado termodinâmico do material. 

Estas variáveis levam em consideração a história do comportamento do material, tal como a deformação 

plástica ou a fração volumétrica de um microconstituinte (Lemaitre & Chaboche, 1990). 

Visando apresentar um procedimento para obtenção de equações constitutivas, considere a desigualdade de 

Clausius-Duhem, onde σij é o tensor tensão, εij é o tensor deformação, ρ é a massa específica, ψ é a energia 

livre de Helmholtz, T é a temperatura, s é a entropia específica, qi é vetor de fluxo de calor, 
i

i x
T

T
g

∂
∂

=
1  e r  

representa a geração de calor:  

 

 ( ) 0               rgqsT
iiijij

≥+−−− ρψρσ ε &&&   (1) 

 

A energia livre possui a seguinte forma, onde β representa a(s) variável(is) interna(s) que auxilia(m) na 

descrição do fenômeno: ψ = ψ (εij, T, β). Tomando a taxa de variação da energia livre (ψ& ) e substituindo na 

desigualdade de Clausius-Duhem, reescreve-se a segunda lei da termodinâmica: 

 

 0                     rgqT
T

s iiij
ij

ij ≥+−
∂

∂
−









∂

∂
+−

















∂

∂− ρψρψρψρσ β
β

ε
ε

&&&   (2) 
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Considerando-se apenas a dissipação intrínseca definem-se as forças termodinâmicas associadas ao 

processo, onde  corresponde à parcela reversível do tensor tensão e B à força termodinâmica associada à(s) 

variável(is) interna(s) β: 

R 
ij

σ

 

 
ij

ij ε
ψρσ

∂

∂=    
R ;   

T
s

∂

∂
= − ψ      e   

β

ψρ
∂

∂
−=     B   (3) 

 

Para tratar fenômenos dissipativos, é necessário considerar equações complementares para descrever o 

problema. Para isso, admite-se o potencial de dissipação φ da seguinte forma: 

 

   (4) ( )
iijiij

qq       
TI

 ,  ,  ,    
 

φφφφ ββ εε +










= = && &&

 

onde 
I

φ representa a parcela intrínseca, enquanto 
T

φ  corresponde à parcela térmica. Novamente, considerando-

se apenas a dissipação intrínseca, definem-se os fluxos termodinâmicos, onde  corresponde à parcela 

irreversível do tensor de tensão: 

I
ij

σ

 

 
ij

ij ε
φσ
&∂

∂
=  I ;         e        

β
φ
&∂

∂
=

 
  B   (5) 

 

Desta forma, têm-se as equações constitutivas: 

 

 
ijij

ij εε
φψρσ
&∂

∂
+

∂

∂
=      ;      

ββ

φψρ
&∂

∂

∂

∂
−= =

 
    B ;            

T
s

∂
∂

= − ψ    (6)  
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Para que a segunda lei da termodinâmica seja automaticamente satisfeita, φ deve ser positivo, convexo e 

anular-se na origem. Alternativamente, é possível definir um potencial de dissipação dual ( *φ ) da seguinte 

forma: ( )
iijiij gBgB   , * ,*  ,   

T
I

I
I** φσφσφφ +











= = . O que permite definir: 

 

 
I

*

ij
ij

σ
φε

∂

∂
=&         e       

B∂
∂

=
*φ

β&   (7) 

 

Com isso, tem-se um conjunto de equações que descreve completamente o comportamento do material. As 

seções seguintes consideram diferentes modelos constitutivos para SMAs que podem ser obtidos a partir do 

formalismo proposto. 

 

7.  MODELO POLINOMIAL 

O modelo polinomial é baseado na teoria de Devonshire e utiliza uma energia livre na forma polinomial. 

Este modelo foi proposto inicialmente por Falk (1980, 1983, 1990) e é capaz de descrever os fenômenos de 

pseudoelasticidade e memória de forma. O modelo polinomial trata casos unidimensionais e não considera um 

potencial de dissipação explícito, além de não utilizar variáveis internas. Desta forma, a energia livre depende 

apenas das variáveis de estado observáveis (temperatura e deformação).  

A energia livre é definida de tal forma que, para altas temperaturas (T ), a energia possui apenas um 

ponto de mínimo correspondente à deformação nula representando a estabilidade da fase austenítica (A); para 

temperaturas intermediárias (T ) apresenta três pontos de mínimo correspondentes às fases 

austenitíca (A), martensítica não-maclada associada à tração (

AT>

AM TT <<

+M ) e martensítica não-maclada associada à 

compressão ( −M ); para baixas temperaturas (T MT< ) há dois pontos de mínimo representando as duas 
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variantes de martensita ( +M  e −M ) correspondentes a deformações não-nulas. Assim, define-se a seguinte 

função: 

( ) 4 

4
εb2  ε

( ) 3   ε   ε +−

−M +M

 

 ( ) 6 

 

2

)( 24
    

2
   ,  εεψρ

MA
M TTa

b
TT

a
T

−
+−−=   (8) 

 

onde a e b são constantes positivas do material, T  é a temperatura acima da qual a austenita é estável e T  a 

temperatura abaixo da qual a martensita é estável. 

A M

Com isso, define-se a seguinte equação constitutiva para o modelo: 

 

 5 

 

2

)( 4
   ε

ε
ψρσ

MA
M TTa

b
bTTa

−
−=

∂
∂

=   (9) 

 

Para analisar o comportamento previsto pelo modelo polinomial, consideram-se algumas simulações 

numéricas para uma liga Nitinol, com as seguinte propriedades: a = 1 x 10 3 MPa/0C; b = 40 x 10 6 MPa/0C; TM 

= 140C; TA = 400C. As simulações numéricas dos casos com tensão prescrita utilizam o método de Newton-

Raphson. A Figura 4 apresenta as curvas energia livre versus deformação. Os pontos extremos das funções 

definem a estabilidade das diferentes fases do material. Note a existência de máximos globais instáveis, 

mínimos locais meta-estáveis e mínimos globais estáveis. A Figura 5 mostra as curvas tensão-deformação para 

o modelo polinomial. Nas Figuras 5(a) e 5(b) estão ilustrados os processos de reorientação da martensita não-

maclada ( +M ⇒ −M e ⇒ ) enquanto a Figura 5(c) mostra o fenômeno da pseudoelasticidade. 
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Figura 5 – Curvas tensão-deformação para o modelo polinomial. 

 

Este modelo tem como grande vantagem a sua simplicidade. Ele representa de forma qualitativamente 

coerente os comportamentos de pseudoelasticidade e memória de forma. O modelo não contempla a fase 

martensítica não-maclada (M), por isso não existe fase estável para T MT<  livre de tensões.  

 

8.  MODELOS COM CINÉTICA DE TRANSFORMAÇÃO DE FASE ASSUMIDA 

Os modelos com cinética de transformação assumida consideram, além da deformação, ε, e da temperatura, 

T, uma variável interna escalar, β, que representa a fração volumétrica da fase martensítica. A relação 

constitutiva entre a tensão, σ , e as variáveis internas para uma SMA, pode ser expressa da seguinte maneira, na 

forma de taxas: 
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 TE &&&&          Ωβασ ε −−=  (10) 

 

onde E representa o tensor elástico, α o tensor transformação e Ω o tensor termoelástico. Estudos experimentais 

(Brinson, 1993) revelam que estes coeficientes devem ser expressos em função das variáveis de estado ε, T e β, 

no entanto, de uma maneira geral, são considerados constantes.  

Tendo em vista a natureza não difusiva da transformação martensítica (Tanaka, 1985),  a fração volumétrica 

de martensita é expressa em função dos valores instantâneos de tensão e temperatura: ( )T   ,  σββ = . Diversas 

propostas dessas funções foram propostas por diferentes autores. A seguir, apresentam-se algumas destas 

formas. 

 

8.1.  MODELO DE TANAKA, BOYD & LAGOUDAS E DE LIANG & ROGERS 

O modelo de Tanaka e co-autores foi originalmente desenvolvido para descrever problemas tridimensionais 

envolvendo o fenômeno de memória de forma. No entanto, sua implementação ficou restrita ao caso 

unidimensional (Tanaka & Nagaki, 1982; Tanaka, 1985). As transformações de fase são descritas através de 

funções exponenciais. Assim, para a transformação austenita ⇒ martensita, admite-se a seguinte função: 

 

 ( )[ 0     exp  1  ] ββ σ +−−−−= MM bTMa S   (11) 

 

onde aM e bM são constantes positivas do material enquanto β0
 representa a fração volumétrica de martensita 

quando se inicia a transformação. O limite que determina o início da transformação é definido por 

( SMM MTba
S

−≥  /M )σ . A transformação inversa é descrita por outra função exponencial:  

 

 ( )[ ]σββ       exp  s0 AA bATa −−−=   (12) 
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onde aA e bA são constantes do material, enquanto β0
 representa a fração volumétrica de martensita quando se 

inicia a transformação. Esta equação se aplica para valores de tensão tais que ( sAAA ATba
S

)−≤  /σ . Artifício 

análogo ao da transformação direta é empregado na obtenção do limite final da transformação inversa.  

O modelo de Boyd & Lagoudas (1994) apresenta modificações em relação ao modelo de Tanaka que 

permitiram o desenvolvimento de uma teoria tridimensional. As relações utilizadas para descrever a cinética de 

transformação são semelhantes às empregadas no modelo de Tanaka, considerando que as constantes aM, bM, aA 

e bA são definidas de forma diferente (Brinson & Huang, 1995).  

O modelo de Liang & Rogers (1990) é unidimensional e considera uma lei de transformação envolvendo 

cosenos. Esse modelo foi aplicado em estudos envolvendo controle acústico de vibrações (Rogers et al., 1991; 

Anders et al., 1992) e os resultados são coerentes com dados experimentais. Liang & Rogers (1991) 

desenvolvem um modelo tridimensional onde sugerem que as transformações de fase são governadas pela 

energia de distorção.  

 

8.2.  MODELO DE BRINSON 

O modelo de Brinson apresenta mais uma proposta de modificação na cinética de transformação de fase 

(Brinson, 1993). Este modelo também considera expressões cosenoidais, introduzindo uma inovação que é 

separar a variável interna, β, em duas novas variáveis utilizadas para representar de forma distinta as frações 

martensíticas induzidas por temperatura, βT, e por tensão, βS, de tal forma que: ST βββ += . A partir da 

consideração destas novas variáveis, a equação constitutiva é escrita em função de βS ao invés de β. Brinson 

(1993) estabelece ainda uma relação linear envolvendo os módulos de elasticidade do material correspondentes 

às fases austenítica, EA, e martensítica, EM, tal que: ( )AMA EEE)(E        −+= ββ . 

A cinética de transformação austenita ⇒ martensita para T > MS e   

( ) ( )SM
CRIT

SM
CRIT

S MTCMTC f −+<−+ <               σσσ  é expressa por: 
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enquanto para T < MS  e  CRITCRIT
S f
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A transformação inversa ocorre para  T > AS  e  ( ) ( )SAA ATCATC f −<− <           σ  sendo definida por: 
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β   (16) 

 

de modo que aM e aA são similares às constantes definidas no modelo de Liang & Rogers, enquanto 
0Sβ  e 

0Tβ  

representam as frações volumétricas de martensita induzidas por tensão e por temperatura, respectivamente, 

quando se dá início a transformação. 

 

8.3.  SIMULAÇÕES NUMÉRICAS 

Nesta seção, apresentam-se algumas simulações numéricas dos modelos discutidos. Considera-se uma liga 

Nitinol cujas propriedades termomecânicas estão apresentadas em Paiva & Savi (1999). A Figura 6 mostra uma 

comparação entre as curvas tensão-deformação previstas pelos modelos em questão, para diferentes 
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temperaturas. Vê-se que todos os modelos são capazes de descrever os fenômenos de memória de forma e 

pseudoelasticidade, no entanto, algumas diferenças devem ser ressaltadas. A primeira delas está relacionada aos 

limites inicial e final da tensão de transformação. Somente o modelo de Brinson considera que a tensão crítica 

para a conversão da martensita maclada é constante, sendo uma função linear da temperatura quando T > MS. 

Uma segunda diferença entre os modelos reside na definição do módulo de elasticidade como uma função linear 

da fração martensítica. Mais uma vez, apenas o modelo de Brinson adota essa consideração o que, de fato, 

poderia ter sido feito em todos os modelos. A diferença que, possivelmente, é a principal distinção entre os 

modelos, é a inovação introduzida por Brinson separando a variável interna, β, em duas novas variáveis (βT e 

βS), o que implica na inclusão de mais uma variante da fase martensítica. A Figura 6(a) mostra o fenômeno 

pseudoelástico. A Figura 6(b) mostra a pseudolasticidade parcial, onde a transformação de fase inversa não é 

totalmente concluída. Na Figura 6(c) tem-se o fenômeno de transformação de fase martensítica associada à 

memória de forma em que a fase matriz é composta por martensita maclada. O modelo de Brinson é o único que 

possui uma fase estável quando livre de tensões. Os demais modelos representam apenas a transformação da 

parcela austenítica, assinalando uma deformação inicial como se essa tivesse sido ocasionada por imposição de 

um campo de tensões.  
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Figura 6 - Curvas Tensão-Deformação para Modelos com Cinética de Transformação. 
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A Figura 7(b) mostra a curva tensão-deformação-temperatura para o modelo Brinson de uma liga submetida 

a um carregamento termomecânico apresentado na Figura 7(a). Nesta figura, é possível identificar o efeito de 

memória de forma, além da reprodução de sublaços internos devidos a transformações de fase incompletas. 

Resultados similares são obtidos para os demais modelos. 
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Figura 7 –  Efeito de Memória de forma e sublaços internos para o modelo de Brinson. 

(a) Carregamento termomecânico;  (b) Curva Tensão-Deformação-Temperatura. 

 

O efeito de transformação de fase devido à variação de temperatura é tratado a seguir considerando o 

modelo de Brinson (Figura 8). O resultado mostra também sublaços internos devidos a transformações de fase 

incompletas, mostrando a habilidade do modelo de representar este comportamento. Os demais modelos 

apresentam problemas na descrição deste fenômeno tendo em vista a não existência da fração martensítica 

induzida por temperatura, βT.  
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9.  MODELO COM RESTRIÇÕES INTERNAS  

O modelo de Fremond (1987, 1996) é um modelo tridimensional que descreve a resposta termomecânica de 

SMAs com o auxílio de variáveis internas que representam as frações volumétricas de duas variantes 

martensíticas (M+ e M−) e uma fase austenítica (A). Estas fases devem satisfazer restrições relativas à 

coexistência entre elas. O modelo original de Fremond consegue descrever de forma qualitativamente coerente 

os fenômenos de pseudoelasticidade e memória de forma. 

O modelo original de Fremond foi alterado por Savi et al. (2002) para contemplar a inclusão de uma nova 

variante associada à martensita maclada (twinned) e a consideração de módulos elásticos distintos para as 

diferentes fases do material. Além disso, o novo modelo inclui os fenômenos da expansão térmica e da 

plasticidade, incorporando o acoplamento entre a transformação de fase e a plasticidade. Isto permite a 

modelagem do fenômeno de memória de forma reversível. Baêta Neves et al. (2003) considera o alargamento 

horizontal do laço de histerese visando facilitar ajustes com curvas experimentais. 

A modelagem constitutiva admite as seguintes variáveis de estado: deformação, ε, temperatura, T, frações 

volumétricas das variantes martensíticas, β1 e β2, que estão associadas às variantes martensíticas não-macladas 

(detwinned), induzidas por tensão de tração e compressão (M+ e M−, respectivamente), β3, que está associada à 

fase austenítica (A) e a quarta fase, que está associada à martensita termoelástica (M), ou martensita maclada 
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(twinned), cuja fração volumétrica é β4. O fenômeno da plasticidade é descrito pelas seguintes variáveis:  é a 

deformação plástica, γ é a variável associada ao endurecimento isotrópico e µ é a variável associada ao 

endurecimento cinemático. Note que o efeito do endurecimento é representado por uma combinação de efeitos 

associados à translação e expansão da superfície de escoamento do material, respectivamente endurecimentos 

cinemático e isotrópico. Admite-se a decomposição aditiva, e a deformação total, ε, pode ser dividida em uma 

parcela recuperável, relativa à transformação de fase, , normalmente considerada na descrição do 

comportamento das SMAs e uma parcela plástica, : .  

pε

SMAε

SMAε +pε pεε =

Desta forma, consideram-se funcionais de energia livre para cada uma das fases do material. A energia livre 

total da mistura pode ser obtida por um somatório, da seguinte forma: 

 

   (17) )(ˆ),,,,(),,,,,(ˆ
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onde as frações volumétricas devem satisfazer restrições relativas à coexistência de quatro fases distintas do 

material: 10 ≤≤ iβ  (i=1,2,3,4); 14321 =+++ ββββ . De posse destas restrições é possível eliminar uma das 

variáveis, por exemplo β4, o que permite reescrever a energia livre: 
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onde α,  LM=LM(T) e LA=LA(T) são parâmetros do material que descrevem as transformações martensíticas; EM e 

EA representam os módulos de elasticidade para as fases martensítica e austenítica; ΩM e ΩA representam os 

coeficientes de expansão térmica para as fases martensítica e austenítica; KM e KA são os módulos de 

plasticidade para as fases martensítica e austenítica, enquanto HM e HA são os módulos de endurecimento 

cinemático para as fases martensítica e austenítica, respectivamente; TM é a temperatura de início de formação 

da martensita, enquanto T0 é a temperatura de referência. J representa a função indicatriz do conjunto π, cujo 

domínio é dado pelo tetraedro da Figura 9. 
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Figura 9 – Tetraedro de restrições. 

 

S
1β  e  são, respectivamente, os valores de βS

2β 1 e β2 quando se inicia o processo de transformação de fase. Esta 

parte da restrição é incluída para garantir que, na ausência de tensões, as variantes martensíticas não-macladas 

(detwinned), M+ e M−, não existem.  

As equações de estado são obtidas a partir da energia livre de Helmholtz: 
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onde Bi são as forças termodinâmicas relacionadas com as transformações de fase do material; σ representa a 

tensão uniaxial; X, Y e Z compõem o conjunto de forças termodinâmicas relacionadas com o fenômeno da 

plasticidade e i∂  são as subdiferenciais da função indicatriz J em relação às variáveis βi (Rockafellar, 1970). 

Complementando, as seguintes definições foram consideradas: 

 

)(3 AMM EEEE −−= β ; )(3 AMM ΩΩβΩΩ −−= ; )(3 AMM KKKK −−= β ; 







−−=

AMM HHHH
1111

3β   (25) 

 

Admitindo-se o acoplamento entre plasticidade e transformação de fase, assume-se a seguinte formulação 

para o potencial dual de dissipação:  

 

 [ ] fckcickcickci IZYBZYBZYB +−−++++++= 2
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onde If é a função indicatriz relativa à superfície de escoamento, definida pela função: 

 

 )(),,( YHZXZYXf Y −−+= σ         ou        )(),,( γσµσγµσ Kf Y +−−=   (27) 
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O parâmetro η está associado à dissipação interna do material, enquanto ηci e ηck são parâmetros 

relacionados com o acoplamento plástico-transformação de fase. O parâmetro ηci está associado ao efeito do 

endurecimento isotrópico e o parâmetro ηck está associado ao efeito do endurecimento cinemático. Desta forma, 

são obtidas as seguintes equações complementares: 
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onde λ são os multiplicadores de Lagrange. A natureza irreversível do fluxo plástico é representada através das 

condições de Kuhn-Tucker: 

0≥λ ; 0)  , , ( ≤µγσf ; 0)  , , ( =µγσλ f  ;    se 0)  , , ( =µγσλ f& 0)  , , ( =µγσf  (34) 

 

Os parâmetros de transformação de fase LM = LM(T) e LA = LA(T) são obtidos assumindo-se  e 01 =β& Rεε =  

em uma temperatura crítica, TC, abaixo da qual não existe mais variação da deformação residual com a 

temperatura. Esta temperatura crítica limita o deslocamento do laço de histerese para T .  CT<

Para lidar com as não-linearidades existentes na formulação do problema, a solução do conjunto de 

equações constitutivas emprega a técnica de partição do operador (Ortiz et al., 1983) associada a um algoritmo 

de projeção ortogonal (Savi & Braga, 1993). Inicialmente, o procedimento isola as subdiferenciais e utiliza o 

 24  



método de Euler implícito para calcular as frações volumétricas. Caso os valores calculados não atendam às 

restrições representadas pelo tetraedro da Figura 9, as projeções ortogonais, que representam as subdiferenciais 

da função indicatriz J, se encarregam de projetar as variáveis até o ponto mais próximo da superfície do 

tetraedro, garantindo que as frações volumétricas calculadas obedeçam às restrições internas impostas pelo 

modelo. O comportamento elasto-plástico é simulado utilizando-se o algoritmo de mapeamento de retorno, 

proposto por Simo & Taylor (1986). 

 

9.3.  SIMULAÇÕES NUMÉRICAS 

Considere uma amostra de SMA com propriedades típicas de uma liga de Ni-Ti apresentadas em Savi et al. 

(2002). A pseudoelasticidade é analisada na Figura 10, onde aplica-se um carregamento isotérmico, para uma 

temperatura  de 333 K (60°C). A curva tensão-deformação contempla o fenômeno da 

pseudoelasticidade, onde observa-se a distinção entre os módulos de elasticidade das fases austenítica e 

martensítica.  
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Figura 10 – Pseudoelasticidade ( ATKT >= 333 ).  

 

A seguir considera-se o efeito de memória de forma. Para um processo de carregamento e descarregamento 

de tensão prescrita, conforme apresentado na Figura 11, desenvolvido em uma temperatura constante T = 263 K 

(-10°C) < TM onde a fase martensítica é estável, a amostra admite uma deformação residual que pode ser 

eliminada com um subseqüente carregamento térmico. A curva tensão-deformação mostra como o 

 25  



carregamento térmico recupera a deformação residual produzida após o carregamento mecânico. A curva de 

evolução das frações volumétricas mostra que, inicialmente, para um estado livre de tensões, a amostra se 

encontra na fase martensítica estável (M), mostrando que existe uma fase estável para baixas temperaturas e 

livre de tensão. 
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Figura 11 - Efeito de Memória de Forma (T MTK <= 263 ).  

 

O comportamento associado à transformação de fase devida à variação de temperatura é analisado 

considerando-se um carregamento térmico, livre de tensões, conforme a Figura 12. A curva deformação-

temperatura contempla o fenômeno. A temperatura TM  define a posição para o aparecimento do laço de 

histerese, característico das transformações de fase. A evolução das frações volumétricas mostra a conversão 

entre a austenita (A) e a martensita maclada (M) e vice-versa. 

270 285 300 315
Temperature  (K)

-2E-4

-1E-4

0E+0

1E-4

2E-4

St
ra

in

12 16840
Time

260

290

320

Te
m

pe
ra

tu
re

  (
K

)

Free Stress State
(σ = 0)

Tm = 291,4 K To = 298 K

0 2 4 6 8 10 12 14 16

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2  A Fraction
 M Fraction

 M+ Fraction
 M- Fraction

Vo
lu

m
et

ric
 F

ra
ct

io
ns

Time
 

Figura 12 – Transformação de fase devido à variação de temperatura (TM = 291,4 K). 
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Além destes resultados vale destacar que o modelo com restrições internas apresentado permite descrever o 

fenômeno de memória de forma reversível, o que é uma de suas importantes características. 

 

12.  CONCLUSÕES 

Este trabalho apresenta uma discussão sobre as ligas com memória de forma, apontando alguns aspectos 

relacionados a seus comportamentos termomecânicos e suas aplicações. De uma maneira geral, observa-se que 

a modelagem destas ligas possui duas abordagens distintas: microscópica e macroscópica. A abordagem 

macroscópica possui uma preocupação com os aspectos fenomenológicos, e a seguinte classificação pode ser 

proposta: modelos polinomiais, modelos com cinética de transformação de fase assumida, modelos com 

restrições internas e modelos baseados na plasticidade. Este trabalho apresenta uma revisão sobre estes 

modelos, mostrando suas capacidades e limitações.  
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