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Abordagem Energética
u A abordagem energética ou mecânica analítica estabelece a descrição 

quadro-a-quadro da realidade a partir de conceitos energéticos.
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Trabalho de um sistema de forças:
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Forças conservativas – associadas e uma energia potencial: 𝐅) = −∇𝐸!

Trabalho de forças conservativas e não-conservativas:
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Energia Cinética
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𝑑𝒯 = 𝐅 3 𝑑𝐩! = 𝑚�̇�! 3 𝑑𝐩! = 𝑚�̇�! 3 𝐯!𝑑𝑡
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Energia é a capacidade de realizar

trabalho:

Mas:



Conservação de Energia

�̇�! = 𝑚�̈�! = 𝑚𝐚! = 𝐅Segunda lei de Newton:

𝑚𝐚! . 𝑑𝐩! = 𝐅. 𝑑𝐩!
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O trabalho das forças externas é

igual a varição da energia cinética.
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Conservação de Energia

Usando a ideia de forças conservativas:

Tem-se a conservação de energia mecância:

Lagrangeano:

𝐸)
!" − 𝐸)

!! + 𝐸!
!" − 𝐸!

!! = 𝒯&

Energia mecânica: 𝐸 = 𝐸) + 𝐸!

𝐸!" − 𝐸!! = 𝒯&

ℒ = 𝐸) − 𝐸!



Cálculo Variacional:
Distância Entre Dois Pontos

𝑑𝑠, = 𝑑𝑥, + 𝑑𝑓, = 1 +
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,
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Funcional:

A determinação da menor distância entre os dois pontos 
passa pela minimização do funcional. 
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.
𝒽(𝑥, 𝑓 𝑥 ,
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Funcional de Energia

Considerando a ideia de trabalho e energia:

ℋ = #
-

.
𝒽(𝑡, 𝑞, �̇�)𝑑𝑡

Funcional de energia depende do tempo, da posição e da velocidade que

dependem de coordenadas generalizadas 𝑝 = 𝑝(𝑞) :

ℋ = #
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""
ℒ 𝑡, 𝑞, �̇� 	𝑑𝑡#

"!

""
𝐆! 3 �̇�! + ∇𝐸! 3 �̇�! 𝑑𝑡 = 0



Operador Variacional

Funcional:

Função perturbada:

ℋ = #
-

.
𝒽 𝑡, 𝑞, �̇� 𝑑𝑡

F𝑞 = 𝑞 + 𝛿𝑞

𝛿𝑞 = F𝑞 − 𝑞 = 𝜀𝜂



Minimização de Funcionais

Condição de estacionalidade:

Funcional perturbado:

Jℋ = KJℋ
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𝜀, +⋯Série de Taylor:

Jℋ = ℋ + 𝛿ℋ + 𝛿,ℋ +⋯

𝛿ℋ = Jℋ −ℋ = 0
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P𝒽 𝑡, 𝑞 + 𝛿𝑞, �̇� + 𝛿�̇� 𝑑𝑡



Minimização de Funcionais

onde

Para avaliar 𝛿ℋ = $ℋ −ℋ = 0:
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𝜕𝜀 𝜀𝑑𝑡

𝜕 Ḟ𝑞
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Minimização de Funcionais
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𝛿ℋ = 0Condições de estacionalidade:

𝑑
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𝜕𝒽
𝜕𝑞 = 0 Equações de Lagrange



Princípio de Hamilton

Usando o Lagrangeano:

O que resulta nas Equações de Lagrange:

𝑑
𝑑𝑡

𝜕ℒ
𝜕�̇� 	−

𝜕ℒ
𝜕𝑞 = 𝑄&

Princípio de Hamilton: minimização do functional 𝛿ℋ = 0

ℋ = #
"!

""
𝐆 3

𝑑�̇�
𝑑𝑡 − 𝐅 3 �̇� 𝑑𝑡

ℋ = #
"!

""
ℒ 𝑡 𝑞 �̇� − 𝐐& 3 �̇� 𝑑𝑡



Pêndulo

Equações de Lagrange:

𝐸1 =
1
2𝑚𝑣

, =
1
2𝑚𝐿

,�̇�,

𝐸! = 𝑚𝑔ℎ = 𝑚𝑔𝐿(1 − 𝑐𝜃)

ℒ	= %
,
𝑚𝐿,�̇�, −𝑚𝑔𝐿(1 − 𝑐𝜃)

𝑄& = 𝐹 𝑡 − 𝛾𝐿�̇�

𝑑
𝑑𝑡

𝜕ℒ
𝜕�̇� 	−

𝜕ℒ
𝜕𝑢 = 𝑄&

1
𝐿
𝜕ℒ
𝜕𝜃 = −𝑚𝑔	𝑠𝜃

𝑑
𝑑𝑡

1
𝐿
𝜕ℒ
𝜕�̇�

=
𝑑
𝑑𝑡 𝑚𝐿	�̇� = 𝑚𝐿	�̈�

𝑚𝐿	�̈� + 𝛾𝐿�̇� + 𝑚𝑔	𝑠𝜃 = 𝐹(𝑡)

Forças generalizadas não conservativas :

𝑢 = 𝐿𝜃onde


