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Dinamica

» A dinamica ou cinética define as equacoes de movimento que
estabelece a descricao quadro-a-quadro da realidade.

—



Equacébes Diferenciais:
Descricao quadro-a-quadro da realidade
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Modelando a Realidade

’rzgf«e
VR
w i

et N\ St







Sucesso do reducionismo e da descricdo linear.

PROBLEMAS

Teoria da Relatividade
Mecadnica Quantica
Teoria do Caos




Leis de Newton

. Inércia - Se nenhuma forca agir sobre a particula, ela prese

Pri me] 'a I—e] * quantidade de movimento.

Estabelece a relacao entre forca e movimento afirmando que a a

Segunda Le] * uma forca define a variacao da quantidade de movimento.

GP =F

. « . Estabelece a relacao entre dois corpos afirmando que, a toda aca
Terce] r'a I—e] e um corpo, corresponde uma reacao de mesma intensidade e
contrario.




Equacées de Movimento

p"/OxGP = pP/@xF

HP/Q = pP/OxGP + pP/OXGP = pP/OxGP + vP/OxGP

VP/Q =vFP —vy? Mas VP// GF HP/Q =pP/QxGP

HP/Q + vOxGP = MF/Q




Pé n d U IO e Inercial, I (X))

X,

Ne

e Movel, solidario a haste, S; (x,(1))

X, To cd s 0
xf) Tg =|—sO@ cO 0
ph L ('T_ 0 0 1

0 0
egl) egl) egl) Lo
I Sl P/Sl _ oo —
;% X5, P =10 0 6 (=)0
0 —L 0 0

S . — .
=q@’'%| o o 4l=l0o o &
0 —L 0 L6 0 0

P/s ef el eV eV e’ ef” {0}
1) =

I,.51 I,.51
5;® X(Slw Xs,P




Péndulo OH=

cd s6 0 0 —mg s0) T;
s;P =Ty P = [—59 c6 0 {—mg} = {—mg cO
0 0 1 0 0 /

~yL 0 F(t) 0
SlFD — 0 SlFE = 0 SlFH =<T}

0 0 .0

Equacoes de movimento:

b LH —mg s —yL 6 + F(t) - - -
mga =mLe% K = —mgcO+T 0+ 6 + wf s6 = f(t)

0 0
mLO + yL 0 + mg s = F(t

mL6? +mgcd—T =0
f@) =F()/mL




Oscilador Linear
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Equacoes constitutivas:

Fy
Regido L
i FD
u, % U
c s
<o D e —p
Fp Fp




Oscilador Linear
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mu +yu+ ku = F(t)

il + 28wt + w2 u = f(t)

DN
3

_7 _k _F®
wan—a wrzl_m f(t) = -




Oscilador Linear
>
Solucao da ED: U= up + up
Solucao homogénea:  uj = deX (A% 4 28 wp ) + w)Ae™ = 0
A, = tiw, — Vibracées harmonicas

0<é&é<: Ao = wn(—f + i1 — 62) — Vibracoes subamortecidas

E=1: A, =-—w, — Movimento criticamente amortecido

&> 1: Ao = a)n(—f + /&2 — 1) — Movimento superamortecido

§<0: Mo = a)n(+f + /&2 — 1) — Movimento instavel




Vibracodes Livres Harmonicas

A solucao € uma combinacao linear das duas solucoes:

—iw, t

u=Ae"" +Ae
Usando a ldentidade de Euler: el® = cO +isb

u = Cic(wyt) + Crs(w,t)

onde: C,=A —A

C,=i(A ~A,)




Vibracodes Livres Harmonicas

Fazendo: C, =A;+ A4, = Acg
C, =i(Ay —Az) =As¢

Reescreve-se a solucao da seguinte forma: u=Aclwyt—¢)




Vibracodes Livres Harmonicas

As condicoes iniciais definem as constantes de integracao, ou os pesos
da combinacao linear.

u(0) =u,
u(0) =v,

Com isso: [u(0)=C, =u,
u(0)=C,o, =v,

AC([) = Uu 2
° ‘ A= /u§+v—°2 tg((P)=uV2)
Asp =vy/wy W, 0@,




Vibracdes Livres Harmonicas:
Espaco de Estado

Vo Elevando ao quadrado e somando:
U =uyclwyt) + -~ s(wyt)
2 ~
" ) ) , | Equacao da
U Vo u+ o |- A" | circunferéncia
— = —uy S(wyt) + — clwyt) n
l wn wn ‘
il o, 1

U

Y

u=v
v=f(t) — wiu— 2w,V

Forma candnica: [ x = f(x,t),x € R" |




Vibracodes Livres Harmonicas

0.1
0.08 -
0.06 -
0.04 -
0.02

o

-0.02

-0.04

-0.06 -

-0.08 -

-0.1
-0.1 0.1




Vibracdes Livres Subamortecidas

ji+28w, i+ @} u=0 -

up = e SOnt[C; c(wgt) + Cy s(wyt)] Condicdes iniciais:
= Cy e~ 59t c(wyt — @)

(Acos(¢)=C, =u,

Wy = Wy 1 — &2 ) Asin(@)=C, = Yo uoé
d
u(t)

T=27r/a)d

%

K@ Qo




Movimento Criticamente Amortecido

~ R _ — nt
Solugdo:  u=e"" (A +A)
e .. u()=A=u
Condicoes iniciais: ,( )= A=t
u0)=-Aow, +A,=v, = A =v,+tu0m,

u(t)




Movimento Superamortecido

] | &>1
u+2<§wnu+a),fu=0 ‘ /11,2=wn(_€i‘/ﬁ)

Solucao: = St [ Ale(wn 52—1);+A26—(w,, le)t:|

Usando: e*? = cosh(8) £ senh(0) u(t)
u(0)=C, =u,
e condicoes iniciais: . 5 v, + Uy EW
> 0 =-C, . +C2 . _1= 0 Cz —_0 0 n
1u(0) 0] & v, = a)n\/ﬁ

—

= e | u cosh(w & —11)+2 + U160, senh(m, /& —11)
w, & -1

—_— !




Oscilador Linear:

AL G,
Forcamento Harmonico
i+ 2¢w,u + w2 u = f, cos(Qt)
Solucao particular:  u, = K;s(Qt) + K, c(Qt)
(w2 — O*)K, — 260K, = 0
(wi — Q2K — 280K, = fo
@
K - 2EQ . — (w2 — 0?%) .

VT @R -0+ Zea? T (0 - 092 + 260 :

u, =U(Q) c(Qt — ¢)

1 Qlw,



Solucao Numerica

9(t)

e,
D
»,

Modelo Original ||

Método
Numeérico

— =

Modelo Discreto |]

Resposta Original

s N

Compatibilidade

—

Resposta Discretizada




Meéetodo de Runge-Kutta

2 3 a0 Ny

x(t,,,) = x(t,) + X(t,)At + i(ti)% FX)

i+1

Caixa 2.1: Runge-Kutta de quarta ordem.

RK4

{
hh=h*0.5;
h6=h/6.0;
th=t+hh;

— (*derivs)(t,x,dxdt);
kl - At f ('xn ” tn) for (i=0;i<=n-1;i++) xt[i]=x[i]+hh*dxdt][i];
k A / (*derivs)(th,xt,dxt);
for (i=0;i<=n-1;i++) xt[i]=x[i]+hh*dxt[i];
k2 = At f (xn + _latn + —) (*derivs)(th,xt,dxm);
2 2 for (i=0;i<=n-1;i++) {
k xt[i]=x[i]+h*dxm([i];

At il 42 il
— 2 xm[i] += dxt[i];
k3—Atf(xn+—,tn+—2) }

2 (*derivs)(t+h,xt,dxt);
for (i=0;i<=n-1;i++) {

xout[i]=x[i]+h6* (dxdt[i]+dxt[i]+2.0*dxml[i]);
k, = At f(x +k,t +Ar) )

X =X +é(k1 +2k, +2k, +k,)




Péndulo de Foucault

Michel Foucault (1819-1868) - expe
realizada no Panthéon (Paris) em 18514
primeira prova de que a Terra gira.

Para analisar o péndulo de Foug
considerar que o referencial |/
anterior, de fato gira, pois esta s




Péndulo de Foucault

- Xo=x,0) (D

\ 2 (Ig)

' G (B)

| > X

B
X1
B
\
X3 x,(®)
3, X,
‘ o)
X,
Q
4
G > XI(E)
Reorientacao Péndulo Simples
Fm———————
Tg | Ty Ty
—>| — —
I
D - -
LV T Ty
B Y

I




Péndulo de Foucault

E Xo= X,® X, " oo IEeciriEnt_agEo_ B Péndulo Simples
 O=0=0=06
l
I -
Tp : ______ T, i B )
cB 0 —sf
T,=(0 1 0 ‘ g =0
sp 0 cf
c(m/2 =) sm/2—=p) O] [ s cp O
g % i Ty =|—-s(r/2 =v¢) c(m/2—-1) 0]=[—Clp sy O]
\I/K 0 0 1 0o 0 1
' cO s6 0
Tg =|—sO0 c6 O
0 0 1




Péndulo de Foucault:
Velocidade Angular

1,91 _ 1I,.E E,Ig , IE, S1
5,0 =5 ® +51°° +51“°

e (9 (0 s6 Ol sp cp O][cB 0 —sB](0) [cO sO 0](0
0" =) fr=4 Siw51=l—59 cO O] [—Cl/) sy 0“0 1 0 {Q}+ —s0 c6 0] {0}
0/ 10 o o 1l o o 1lsp 0o cgllo o o 10g

Q (cych + sys0)

Siwsl = {Q (sych — cgbs@)}
6

Q (cych + sys0)
= sin = {Q (sych — cz/;s@)}
0




Péndulo de Foucault:
Aceleracao Angular

sla’t = I’iasl + Siwl”"xé’iwsl B=Q0=9YP=¢=0
cd sO 0](0) (O Yo
0 0 11\ 6
_— etV elV elV Qé. (spch — cpsh)
50 " Xg 0 =10 (chch + sipsf) Q(spchd —cyPsh) 0 | =1-08 (cpch + sysh)
0 0 0 0




Péndulo de Foucault: Aceleracao

IP _ 1.0 Ig_P IIE 1,.1E P 1 JE IE. P IIEIEP
sa” = fa®% 4 FaP it Jo'fx(Jw'Exp’) + S ExFp’ + 25 wExy

{s‘liap — SlaP/Sl — {LQZ} @
0 _____
eV eV eV
I I P/Ig\_ _
siw FX (siw FXs,P E) =slw'Fx | (apce +ss@) Q(spchd —cpsd) 0 | =
0 —L 0
egl) egl) egl) —LO? (sych — cpsO) (cych
Q (cch + syPsh) Q (spch — cysh) 0 =1 LO? (cych + sysO)(cpch + spsh)
0 0 —LQ (cpch + syPsh) 0
e eV oD
IolEx . yP/IE — ;
25,0 "X V =20 (c1/1c9 + sysf) QO (SlpCH —cyPsf) 0
L6 0 0
0
= 0

—2L0Q (spch — cysh)



Péndulo de Foucault: Aceleracao

I.P _ 1.0 Ig_P 1,.1E 1, e IE_ P 1 ,JEIE.P 1, e IE_P
sia’ =gla% + fa" + lw X(s'w X$&Pp )+ sla x&p' + 250 Fx v

L6 — LO? (sypch — cpsO)(cypch + sysh)

sla” = {Léz + LO? (cch + spsO) (cpch + Sl/)SH)}
—2L0Q (sych — cps6)




Péndulo de Foucault: Forcas




Péndulo de Foucault:
Equacées de Movimento

T —mg cO L6? + LO? (cipch + sysO)(cpch + sysh)

{ —mg s } {Lé — LQO? (sypch — cpsO) (cypch + ssh) }
=m
0 —2L0Q (sych — cps6)

mLO + mg s6 — mLQ? (sycO — cypsO)(cychd + spsf) = 0

mLO? + mg c6 + LO? (cypch + sysO)(cpcd + sysd) =T
—2mLOQ (sych — csd) = 0




Sistema Disco-Péendulo - Tipo 2-3




Sistema Disco-Péendulo - Tipo 2-3

x‘f’ [ ) InerCial) I (Xl)

& %) e Movel 1, solidario ao disco, Sy (x;(")

e Movel 2, solidario a haste do péndulo, S; (x;®)

cB 0 —sp]
Sistema$1: Tg=(0 1 O
s 0 cf |
@ cd sO O]
Sistema S,: To=|—s0 c6 O
0 0 1d




Sistema Disco-Péendulo - Tipo 2-3:
Velocidade e Aceleracao Angulares

sl = Ty Tp lw™ + Ty giwsz
. [c6 s 0][cB O —sB|(0) [co s8 0](0) (Bs6
sw?=|-s8 c§ 0/|0 1 0 |[{Bi+|-s8 cO 0/{0;=1:pco
0 0 1llsp 0 ¢pllo o o ule) [ 4
sl = Ty(Tp la™) + T, giasz + Séwslxgiwsz
< c§ s8 0][cs 0 —sp|(0 6 s6 01(0) |e? e e
@2 =|=s6 c6 0f[0 1 0 |[{B+|-s6 6 0\0(+|gs0 fco 0
0 0 1lisp 0 cpIl0 o o e |4, 45 4

I
s, X

|

S s6
B c6
0

K

0
0

0

&

£6 co
—Béc@
0

N

£ s6 + 56 co
B cO — B0 sb
6

|




Sistema Disco-Péendulo - Tipo 2-3:
Aceleracao

% T
I,P _| 1,02, S2 /P 1,452 52 P 1,.52 1,.5252..P 1,.52./S2.,P . i
s,a =[g,a +S// T 0 XEP + 5,0 X(Szo) X5, P )+252w //SZV @ : @a
T 4
0

0
< . cd s6 O](R R c6
sla% = Sz’aslxgipol + Séwslx(séwslxgzpol) apP1 =Ty p%r=|-s6 c6 0|0 ={-Rs
0 0 1110 0
el? el? el? 0
Ia51x51 01 _ | .. .. .. .. — 0
S2 s,P BLsO+BOcO BcOH—LOsO O )
R cO —R s6 0 —RE
2 2 2
s S1.51..0 s e§2) egz) egz) eg) eg) eg)
5,0 X (50 Xp ) = 50X | psg g 0 |T|BsO B O |=
Rc® —Rs® 0 0 0 —Rf




Sistema Disco-Péndulo - Tipo 2-3:
Aceleracao

IP_102 So /P 152 S2 1,.52 P 1,.52.JS2
sa =gla +/ +sla ><Sp + X (o >< )+ 25w //Sv

0 0
S 0
P =1{-L
0
s egZ) egz) egz) Li
I o o o R . _
s90xsP” = \fso+poco feo—pose 6=y . O
0 —L 0 —LB s — LBO co
(2) (2) egz) e§2) egZ) egz)

S S . . .
5107 X (sl 2x Zp" ) = Slov™ X,Bse ,BcH o |=|Bs6 Bco 6
0 —-L 0 L6 0 —LBs6




Sistema Disco-Péndulo - Tipo 2-3: s
Aceleracéo :L

X;
! Ao
T Ty
IP _ 1,02 , S2 /P 1,,52.52_P 1,.52 1,.5252_ P 1,.52/S2. P S i
s, = g,a +S// + 5,0 X5, P + 5, x(szoo X5, P )+252w s,V @_ D
T 4
0

0




Sistema Disco-Péendulo - Tipo 2-3:
Forcas

cd@ sO 0][cB 0 —=sBi( O —mg s6
s, =TeTp P = l—s@ cO O“O 1 0 ]{—mg}={—mg CQ}

0 0 1lisp 0 cp 0 0
0
SZFH=N2
0




Sistema Disco-Péendulo - Tipo 2-3:
Equacbées de Movimento

I,P __
mg.a —SZF

RIBZ cO + LH — LIBZ cOs6 —mg s@
m< RB?sO + LB?s%6 + LO? ; = {Nz —myg CH}

—RB — LS s6 — 2LBO c 0

LO + gsb +RB?cO —LB%chHsO =0

. . . N
RA? s6 + L,BZSZG—L92+gc9=§2

RB + LB s6 + 2LB6O cO = 0




Sistema Disco-Péndulo com Haste
Flexivel - Tipo 2-3: Aceleracao

Tp TO
_— s @
«—— -«
@ T; @ TS
u

P Inclusao de um GdL adicional!

1,,5252,.P 1,.52 I1,.5252..P RY)




Sistema Disco-Péndulo com Haste
Flexivel - Tipo 2-3: Aceleracao

I,P _ 1,02 ,|S2_ P [,,5252. P I1,.52 1,.5252..P I1,.5252 P
sa’ =¢la jsza + 502X ZpY + sl X(sla X &P )+ 250 X G2V

-

. 0 o s b e P P 2u0
_ ). I _ 9. . .| —
sza i 25,0 ZXSEV =2 Bs8 pcd 6 |~ O.
0 0 —1U 0 —Zu,B s6




Sistema Disco-Péndulo com Haste
Flexivel - Tipo 2-3: Forcas




Sistema Disco-Péndulo com Haste Flexivel
Tipo 2-3: Equacdes de Movimento

RB? s6 + uf? s%0 + ub? —ii ku —mg c6

RB? ¢ + ub — uf? cOs6 + 2ub N; —mg s0
—RB —upB s — 2uBO ch — 2up s N3

Péndulo é travado em uma posicdo 6 = 8, e portanto 6 = 6 = 0.

Admite-se que f = 0

RB? 56y + up? s%0, — ii ku —mg cy

RB? ¢y — uB? ch,s6, N, — mg s6,
—ZUﬁ SHO N3

| mii + (k — mp? s20y)u = m(RB? s6, + g c,) |




Sistema Disco-Péndulo com Haste Flexivel
Tipo 2-3: Equacdes de Movimento

| mii + (k — mp? s20y)u = m(RB? s6, + g c,) | » i+ {u+ @ u=f(t)
_ (k—mp? s26,)

2

Y

Solucao homogénea: u, = Aett m
¢=0
— mpR2 g2 :
A12=iﬂ=i\/(k e s ) f(t) = RB*s6, + g chy
’ m
Solucao particular: u, =K

= RB? 56y + g cBy m(RB?s6, + g cby)
- u?  k—mp? 526,

m(R,[?2 sOy+ g CGO)
k —mpB2 526,

Solucao geral: u=A, el + A, e Mt +




Sistema Disco-Péndulo com Haste Flexivel
Tipo 2-3: Equacdes de Movimento

m(RB? s6y + g cby)
k — mpB? 526,

Solucao geral: u=A, el +A,e Mt +

Condicoes iniciais:

m(RB? s0, + g c6 .
u(0) = A, + A, + (RF - f 0)=o m(RB? 56, + g cb;)
k —mp? s?0, # A=A, = — .
2(k —mp? s26,)

w(0) = Aju — Ayp = (A1 —Ax)u =0

. R,Bz SO +gC9 ) ut —ut h2 —mB2 s20
Portanto. _ _m( 0 0)leF* +e . _ _m(RB sOp+g cOp) \/(k mp=-s 0) _
u k-mpB2 s26, l 2 1] k-mpB2 s26, cosh ( m t) 1




Sistema Tipo 3-2




Sistema Tipo 3-2
5 .
MDD,

e Inercial, I (X;)

e Movel 1, solidario a haste circular, S; (x,(1)

e Movel 2, solidario ao corpo deslizante, S, (x,(2))

cB sB O
Sistema 51:  Tg =|-sB ¢ 0]
0 0 1
Ts To
_— _— c6 0 —s6
P s Sistema $;: Te=|0 1 O
174 ) s6 0 c6O




Sistema Tipo 3-2:
Velocidade e Aceleracao Angulares

1,52 _ 1,51 ; S1,.52
5,0 =T 0" + 5w

¢ sp 07(0 0 0
3 3 150
o o 1B o \p

1,52 _ 1,51 S1,.,52 I1,.51.51, .52
;0 =Tp " + g+ 50" Xgw

¢ sp 0](0 0 egl) egl) egl) —36
PEH [/ M (R
o o 1B o 0o 6 o B




Sistema Tipo 3-2: Aceleracao

I.P _ 1/0, |, S /P 1..52.S2..P 1,.S2 1, .S2.52..P 1,.52£, 52 P
0 0

0
5 » S [c@ 0 SH“R} {Rc@}
s.p =Ty s;p =10 1 01|10;= 0
—sf8 0 c61\0 —R s6
[1.,52.,52_.P egl) egl) egl) o _Ré SQ'
;4 X, P = |—go 6 g | = RBcH —"R,BHSH
RO 0 R 0 | «@ @
1,.52 1,.52,52,.P 1,.52 €1 ez. 63. o1 e2° e3'
S0 X (g0 xIpT ) =X | o g g |[=| O 6 B | =
Rcd 0 —Rs6 —ROs6 RLcO —ROcH

—R6 s8 — RO? cH — Rf? c6
s, a = RS c6 — 2R[36 s6
—R6 cH + RH? 56




Sistema Tipo 3-2: Forcas

cf sf O 0 0
T 21 HEH
0 0 1lil—mg —mg

cd@ 0 sO](N; N; c6
sN =TgeN =[0 1 0[Ny =1 N,
—s6 0 cA1\0 —N; s6




Sistema Tipo 3-2:
Equacbées de Movimento

—R6 58 — RO? cH — Rf? c6 N, cO
m RS c6 — 2RBO s6 = { N, }

—RO cO + RH? sO —Ny s6 —mg

. - o N;c6
RO s6 + RO“ cO + RPB* cO = — -
RE cO — 2RAE 56 = 2
pc po s =
. . —N,s60 —m
~R6 0 + R6? 50 = —— J




